28-й Международный математический Турнир городов
Решения задач

(написаны Л.Медниковым и А.Шаповаловым)

Основной вариант,  8-9 классы.
1. Вокруг правильного 7-угольника описали окружность и вписали в него окружность. То же проделали с правильным 17-угольником. В результате каждый из многоугольников оказался расположенным в своем круговом кольце. Оказалось, что площади этих колец одинаковы. Докажите, что стороны многоугольников одинаковы.

Решение. Пусть 2a – длина стороны правильного многоугольника, r и R –  радиусы вписанной и описанной окружности соответственно. Вписанная окружность касается стороны в ее середине, поэтому проведенный туда радиус перпендикулярен стороне. По теореме Пифагора a2+r2=R2. Поэтому площадь кольца между этими окружностями равна  ((R2 – r2) = (a2,  откуда и следует утверждение задачи.

2. Попав в новую компанию, Чичиков узнавал, кто с кем знаком. А чтобы запомнить это, он рисовал окружность и изображал каждого члена компании хордой, причем хорды знакомых между собой пересекались, а незнакомых – нет. Чичиков уверен, что такой набор хорд есть для любой компании. Прав ли он? (Совпадение концов хорд считается пересечением). 

Решение. Чичиков не прав, вот контрпример. Пусть есть хозяин, три его сына и три гостя. Гости  попарно незнакомы, хозяин с ними всеми знаком, а три сына знакомы с тремя разными парами гостей. Хорды гостей пересекают хорду хозяина в трех различных точках. Одна точка – средняя, две – крайние, соотвественно назовем средними и крайними и хорды гостей, и самих гостей. Ясно, что крайние хорды лежат по разные стороны от средней.  Хорда сына, знакомого лишь с крайними гостями должна пересечь крайние хорды, но не пересечь среднюю. Противоречие.




Замечание. Есть контрпример и на 6 человек, но его несколько сложнее обосновать. Пусть граф знакомств – пятиугольная пирамида. Хорды, соответствующие вершинам основания пирамиды, должны образовать 5-угольник с “хвостиками” (см. рис.), а хорда, со-ответствующая вершине, не может пересечь все пять его “сторон”.
Идея неконструктивного решения для знатоков. “Легко” видеть, что все “схемы Чичикова” на n человек можно реализовать на сторонах и диагоналях правильного 2n-угольника. Число таких схем Чичикова (с указанием номеров) равно (2n)!(2–n. При этом разным схемам может соответствовать один и тот же граф знакомств. Но число всевозможных графов знакомств (с нумерацией вершин) равно 2n(n–1)/2. При  n = 14  второе число больше:

20! = 2((3(5)(4((6(10)((7(9)(8((11(21)((12(20)((13(19)((14(18)((15(17)(16(22(…(28 <

< 2(43(85(1611(329 = 2(26(215(244(235 = 2101 = 291(214.

Следовательно, существует граф знакомств, который не может быть реализован схемой Чичикова.
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3. В квадрате 3(3 расставлены числа (см. рис.). Известно, что квадрат магический: сумма чисел в каждом столбце, в каждой строке и на каждой диагонали одна и та же. Докажите, что

  а) [3]   2(a + c + g + i) = b + d + f + h + 4e.

  б) [3]   2(a3 + c3 + g3 + i3) = b3 + d3 + f 3 + h3 + 4e3.

Первое решение. а)  Прибавим к обеим частям  b + d + f + h  получим очевидное равенство  (a + b + c) + (a + d + g) + (c + f + i) + (g + h + i) = 2(b + e + h) + 2(d + e + f).

б) 1) Пусть S – сумма чисел в каждой строке. Тогда  a + i = c + g = b + h = d + f = S – e.  Подставив в равенство из п. а), получим  4(S – e) = 2(S – e) + 4e,  откуда  2S = 6e,
то есть  S = 3e.

2) Докажем сначала равенство  2(a2 + c2 + g2 + i2) = b2 + d2 + f 2 + h2 + 4e2.

Для этого запишем его в виде 

(a + c)2 + (c + i)2 + (a + g)2 + (g + i)2 – 2(ac + ci + ag + gi) =

= (h + e)2 + (d + e)2 + (f + e)2 + (b + e)2 – 2e(b + d + f + h).

Суммы квадратов в левой и правой частях равны, поскольку  a + c = S – b = h + e, и т.д.

Кроме того,  ac + ci + ag + gi = (a + i)(c + g) = (S – e)2 = 2e(S – e) = e(b + d + f + h).

3) Заметим, что равенство п. б) остается верным при увеличении всех чисел таблицы на одно и то же число. Действительно,

2((a + t)3 + (c + t)3 + (g + t)3 + (i + t)3) =

= 2(a3 + c3 + g3 + i3) + 6t(a2 + c2 + g2 + i2) + 6t2(a + c + g + i) + 8t3 =

= b3 + d3 + f 3 + h3 + 4e3 + 3t(b2 + d2 + f 2 + h2 + 4e2) + 3t2(b + d + f + h + 4e) + 8t3 =

= (b + t)2 + (d + t)2 +(f + t)2 + (h + t)2 + 4(e + t)2.

Поэтому достаточно доказать равенство для случая, когда  e = 0.  Но в этом случае равенство очевидно, поскольку  a + i = c + g = a + c = g + i = b + h = d + f = 2e = 0,  и обе части равенства равны нулю.

Второе решение. Сложив 4 суммы: по средней строке. среднему столбцу и диагона-лям, мы получим сумму всех чисел таблицы плюс утроенное число в центральной клетке:

4S = 3S + 3e,  то есть  S = 3e.

Поскольку  b + h = S – e = 2e,  обозначим  b = e – 2u,  h = e + 2u.

Поскольку  a + c = S – b = 2e + 2u,  обозначим  a = e + u + v,  c = e + u – v.

Последовательно находим

i = S – (a + e) = e – u – v,  g = S – (c + e) = e – u + v,  d = S – (a + g) = e – 2v,  f = e + 2v.

Теперь равенство из п. а) очевидно. Для проверки равенства п. б) мы будем много-кратно использовать очевидное соотношение  (x + y)3 + (x – y)3 = 2x3 + 6xy2.  Имеем:

2(a3 + c3 + g3 + i3) = 2((e + u + v)3 + (e + u – v)3 + (e – u + v)3 + (e – u – v)3) =

= 4((e + u)3+ (e – u)3) + 12((e + u) + (e – u))v2 = 8e3 + 24e(u2 + v2),

b3 + d3 + f 3 + h3 + 4e3 = (e + 2u)3 + (e – 2u)3 + (e + 2v)3 + (e – 2v)3 + 4e3 = 

= 2e3 + 6e(2u)2 + 2e3 + 6e(2v)2 + 4e3 = 8e3 + 24e(u2 + v2)

4. В остроугольный треугольник вписана окружность радиуса R. К окружности проведены три касательные, разбивающие треугольник на три прямоугольных треугольника и шестиугольник. Периметр шестиугольника равен Q. Найдите сумму диаметров окружностей, вписанных в прямоугольные треугольники.
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Решение. Точки касания вписанной окружности со сторонами шестиугольника и его вершины разбивают его периметр на 12 отрезков (см. например рис.). Отрезки, выходящие из вершин прямых углов шестиугольника (на каких бы сторонах треугольника эти вершины не лежали) равны R (например, проведя радиусы OD и OE в точки касания, получим квадрат CDOE, значит, CD=CE=R). Отрезки касательных, проведенных из трех остальных вершин шестиугольника обозначим x, y, z (см. рис.). Тогда периметр шестиугольника 
Q = 6R + 2x + 2y + 2z.

Как известно, диаметр вписанной в прямоугольный треугольник окружности равен сумме катетов минус гипотенуза (см, например, рис. справа). Для треугольника ABC получаем 
AC + BC – AB = (AD – R) + (R + x) – (AF – x) = 2x + (AD – AF) = 2x, поскольку касательные AD и AF равны. Аналогично, два других диаметра равны 2y и 2z, откуда их сумма 2x+2y+2z = Q – 6R. 
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Идея 2-го решения (для знатоков). Пусть вписанная окружность треугольника ABC касается стороны BC в точке K. Как известно,  CK = BE = x  (E – точка касания вневписанной окружности). С другой стороны,  CK равен радиусу вписанной окружности. Поэтому диаметр ее равен 2x.

5. Оберткой плоской картины размером 1(1 назовем прямоугольный лист бумаги площади 2, которым можно, не разрезая его, полностью обернуть картину с обеих сторон. Ясно, что прямоугольник 2(1 и квадрат со стороной 
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 – обертки.

  а) Докажите, что есть и другие обертки.

  б) Докажите, что оберток бесконечно много.

Решение. Покажем, что прямоугольник 
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 – обертка. Наложим его на квадрат так, чтобы две вершины квадрата оказались на длинных сторонах, а третья – в середине короткой (см. рис.1). Процесс обертывания изображен на рис. 2 и 3.



Рис. 1










Рис. 2






Рис. 3

б) Разделим вертикальные стороны квадрата на n частей. На рис 4 показана обертка квадрата параллелограммом, меньшая сторона которого равна 
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 (изображен случай  
n = 5).  На рис. 5 показано как превратить параллелограмм в прямоугольник (при этом выступаюшие за горизонтальные стороны квадрата прямоугольные треугольники распадаются на 2 части). На рисунке 6 показано (для n=3) как их надо загибать.
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Рис. 4







Рис. 5









Рис. 6

Замечание. При  n = 1  получается обертка квадратом 
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, при n = 2 – прямоугольником  
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 (рис 3), при n = 3  – прямоугольником 
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 (рис. 6).

6. Пусть 
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 – несократимая дробь. Докажите, что существует бесконечно много натуральных n, при которых выполнено неравенство  
bn+1 < bn.

Решение 1. Пусть  n = p(p – 1) – 1,  где p – нечетное простое число.

Заметим, что bn+1 не делится на p. Действительно, в соответствующей сумме только знаменатели дробей 
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 делятся на p, но их можно сгруппировать попарно так, чтобы знаменатель суммы на p не делился:
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В то же время  

 = 

 – 

 = 

.

Пусть числитель и знаменатель последней дроби удалось сократить на d:

an+1(p – 1)p ( bn+1 (mod d),  bn+1(p – 1)p ( 0 (mod d).

Тогда  an+1(p – 1)2p2 ( bn+1(p – 1)p ( 0 (mod d).  Числа d и p взаимно просты (иначе  bn+1 кратно p). Числа d и an+1 тоже взаимно просты (иначе bn+1 делится на их общий делитель, то есть an+1 и bn+1 не взаимно просты). Поэтому (p – 1)2 делится на d. Следовательно,  
d ( (p – 1)2.

Значит,  bn ( 

 = 

 > bn+1,  и утверждение задачи следует из бесконечности множества простых чисел.

Решение 2. (А.Трепалин)  Докажем, что подходят  n  вида  2(3k – 1.
Рассмотрим дроби со знаменателями   b2(3k-1  и  b2(3k.
Имеем   a2(3k-1 /b2(3k-1=1+1/2+…+1/3k+…+1/2(3k-1=p/(q(3u)+1/3k=(3k-up+q)/3kq 
(где числа p и q взаимно просты друг с другом и с числом 3;  u<k),
a2(3k /b2(3k=1+…+1/3k+…+1/2(3k= p/(q(3u)+1/3k+1/2(3k =(2(3k-1-up+q)/2(3k-1q
Имеем b2(3k-1>b2(3k (первая дробь несократима, а вторая сократима не более чем на 2). 
7. У ведущего есть колода из 52 карт. Зрители хотят узнать, в каком порядке лежат карты (при этом не уточняя – сверху вниз или снизу вверх). Разрешается задавать ведущему вопросы вида “Сколько карт лежит между такой-то и такой-то картами?”. Один из зрителей подсмотрел, в каком порядке лежат карты. Какое наименьшее число вопро-сов он должен задать, чтобы остальные зрители по ответам на эти вопросы могли узнать порядок карт в колоде?

Ответ. За 34 вопроса.

Решение. Первый вопрос зритель задает про две крайние карты. Ответ 50 покажет всем, что они в самом деле крайние. Назовем любую из них 1-й (сверху или снизу – нам не важно), тогда другая – 52-я. Теперь уже надо дать возможность все остальные номера карт определить однозначно. Назовем 2-ю карту дыркой, и вторым вопросом спросим про две карты рядом с дыркой (то есть 1-ю и 3-ю). Ответ 1 задает положение 3-й карты однозначно. Далее будем продолжать задавать вопросы парами: в нечетных вопросах называем две самые крайние карты из еще не упомянутых (одна из них была дыркой, другая – недыркой), назначаем новой дыркой ранее неупомянутую карту рядом с недыркой, и следующим четным вопросом спрашиваем про две карты рядом с дыркой. Так, в первой паре вопросов он называет 1-ю, 52-ю и 3-ю карты, во второй – 2-ю, 51-ю и 49-ю карты, в третьей паре – 4-ю, 50-ю и 6-ю карты и т.д. Как видим, дырки по очереди возникают то ближе к началу, то ближе к концу. В отличие от первой тройки для каждой следующей тройки карт после ответов на очередную пару вопросов теоретически есть два возможных расположения: основное (то, что на самом деле) и побочное (крайние карты меняются местами, средняя передвигается соответственно).  Так, из ответов на 3-й и 4-й вопросы следует, что вторая тройка карт – это 2, 51 и 49 либо 2, 51 и 4. Эта неопределенность исчезнет, однако, после ответа на следующий (в примере – на 5-й) вопрос. Суть в том, что  максимальное число карт между ранее не упомянутыми крайними картами в побочном варианте меньше, чем в основном (см. рис, где карты одной тройки обозначены одинаковой буквой, неопределенная – тройка C):

Основной     abaC_C……………………………………bCba
Побочный    abaC………………………………..........CbCba
Так задаем 33 вопроса. Последний 34-й вопрос зададим про крайнюю и карту рядом с ней (25-ю и 26-ю) (см. рис, предпоследняя и последняя тройка обозначены буквами p и Q соответственно):

abacdcefeghgijiklkmnmopoQQ_pQpnonlmljkjhihfgfdedbcba
Тогда положение последней тройки и единственной оставшейся карты определится однозначно. 

Покажем, что меньшим числом вопросов обойтись нельзя. Разобьем изначально все карты на 52 группы по одной карте. При вопросе про две карты из разных групп объединяем эти группы в одну. Каждый вопрос уменьшает число групп максимум на одну. Если задано не более 33 вопросов, то останется не менее 52–33=19 групп. Среди них групп из 3 карт – не более 17. Значит, либо найдутся две группы по одной карте, либо группа из ровно двух карт. В обоих случаях можно эту пару карт поменять местами, не трогая остальных: все ответы не изменятся. Тем самым, порядок не восстанавливается однозначно.

Основной вариант,  10-11 классы

1. См. задачу 2 для 8-9 классов.

2. На сторонах BC, AC и AB остроугольного треугольника ABC взяты точки A1, B1 и C1 так, что лучи A1A, B1B и С1C являются биссектрисами углов треугольника A1B1C1. Докажите, что AA1, BB1 и СС1 – высоты треугольника ABC.

Решение. Проведем биссектрисы внешних углов треугольника A1B1C1. Пусть биссектрисы внешних углов B1 и C1 пересекаются в точке A2, и т.д. Через точку A2 проходит также биссектриса угла A1 (поскольку точка A2 равноудалена от прямых A1B1, B1C1 и A1C1), т.е прямая A1A. Значит, в треугольнике A2B2C2 прямые AA1, BB1 и СС1 являются высотами. Докажем, что треугольники A2B2C2 и ABC совпадают.

Пусть это не так, например, точка A2 находится вне треугольника ABC. Тогда луч A2B2 пере-секает сторону AB треугольника ABB1 (в точке C1) и не пересекает сторону AB1 (их разделяет пря-мая A2A1). Следовательно, он пересекает сторону BB1, то есть точка B2 находится внутри отрезка BB1, а значит, внутри треугольника ABC. Аналогично C2 находится внутри треугольника ABC. Но отрезок B2C2 пересекает сторону BC в точке A1. Противоречие.

Аналогично к противоречию ведет предположение о том, что A2 находится внутри треугольника ABC.

3. В числе  a = 0,12457...  n-я цифра после запятой равна цифре слева от запятой в числе 
[image: image14.wmf]2
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. Докажите, что a – иррациональное число.

Решение. Пусть это не так: 0,12457... – периодическая десятичная дробь с длиной периода m (и неким предпериодом). Тогда цифры, соответствующим членам нашей последовательности с номерами m, 10m, 100m, …, 10km,…, начиная с некоторого момента совпадают. В то же время – это последовательные цифры десятичного разложения иррационального числа 
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m

 (то есть непериодической дроби). Противоречие.

4. Можно ли разбить какую-нибудь призму на непересекающиеся пирамиды, у каждой из которых основание лежит на одном из оснований призмы, а противоположная вершина –  на другом основании призмы?
Первое решение. Нельзя. Рассмотрим центральное сечение призмы. Каждая разрешенная пирамида пересекает его по многоугольнику, площадь которого в 4 раза меньше площади ее основания. Сумма площадей оснований таких пирамид должна быть равна двум основаниям призмы. Но тогда сумма площадей пересечений с центральным сечением равна половине основания призмы. Значит, даже центральное сечение не заполняется целиком.

Второе решение. Сумма объемов пирамид, вершины которых находятся на верхнем осно-вании призмы, не превосходит одной трети объема призмы. То же верно для пирамид с вершиной на нижнем основании. таким образом, сумма объемов пирамид меньше объема призмы.

5. См. задачу 6 для 8-9 классов.

6. Скажем, что колода из 52 карт сложена правильно, если любая пара лежащих рядом карт совпадает по масти или достоинству, то же верно для верхней и нижней карты, и наверху лежит туз пик. Докажите, что число способов сложить колоду правильно

  а) делится на 12!;

  б) делится на 13!.

Решение. Очевидно, правильному расположению карт в колоде соответствует кольцевой обход ладьей (которая может прыгать через клетки!) доски 4(13 (горизонтали соответствуют мастям, а вертикали – достоинствам), начинающийся и кончающийся в клетке, соответствующей тузу пик (будем считать, что это левый нижний угол). Такой обход удобно закодировать, занумеровав клетки от 1 до 52, где 1 стоит в левом нижнем углу, а любая пара соседних номеров (включая 1 и 52) стоит в одной строке или в одном столбце.

а) Совершив любую из  (12! – 1)  нетривиальных перестановок 12 правых вертикалей, мы из данного обхода получим новый (другая нумерация!). Таким образом, все обходы разбиваются на группы по 12! обходов.

б) Достаточно доказать, что это число делится на 13. Свернем доску в цилиндр, склеив вертикальные стороны. Любой из 12 возможных поворотов цилиндра переводит данный обход в другой, начинающийся уже не с “туза пик”. Но поскольку он проходит через эту клетку, то его можно рассматривать как “правильный обход” (соответствующую нумерацию можно получить, сдвинув все номера на одно и то же число по модулю 52 так, чтобы в левом нижнем углу оказалась 1). Ниже мы покажем, что этот обход отличается от первоначального. Таким образом, все обходы разбиваются на группы по 13 обходов.

Восстановим пропущенный момент. Пусть при повороте некоторый обход переходит в себя. Рассмотрим любой горизонтальный ход (он должен быть). Повторив поворот 13 раз, видим, что из каждой клетки этой горизонтали мы выходили по горизонтали, то есть сменить эту масть нельзя. Противоречие.
7. Положительные числа х1, …, хk удовлетворяют неравенствам
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  а) Докажите, что  k > 50.

  б) Построить пример таких чисел для какого-нибудь k.

  в) [Найти минимальное k, для которого пример возможен.

Решения пунктов a) и б)
а) По условию  
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.  Таким образом, хотя бы для одного числа (пусть для х1) выполнено неравенство    
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, то есть  х1 > 4.

Отсюда  
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Поскольку минимум функции  2x2 – x  равен 
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, то  k – 1 > 8(28 > 50.

  б) Возьмем  k = 2501,  х1 = 10,  х2 = х3 = … = х2501 = 0,1.  Тогда
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 = 100 + 25 = 125,  х1 + … + х2501 = 10 + 250  = 260,  
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 > 1000,  и все неравенства выполнены.

Решение пункта в)  Смотри в отдельном файле: 

http://www.turgor.ru/28/tolpygo_sol28oos_7v.pdf
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