
XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâçíà÷èì öåíòð ýòîé ãîìîòåòèè ÷åðåç F . Çàìåòèì, ÷òî OK = OK1,à FK/FK1 = KL/K1L1 6= 1, òî åñòü òî÷êè O è F ðàçëè÷íû. Òàêêàê òî÷êè A è T ïðè ãîìîòåòèè ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â C1è T1, òî F ëåæèò íà ïðÿìûõ AC1 è TT1. Íî òî÷êà O òàêæå ëå-æèò íà ýòèõ ïðÿìûõ; çíà÷èò, ïðÿìûå AC1 è TT1 ñîâïàäàþò, è

AT ⊥ (KLM).Ïîñêîëüêó T � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-êà KLM , èìååì TK = TL = TM , è ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-íèêè ATK, ATL è ATM ðàâíû ïî äâóì êàòåòàì. Ïîýòîìó

∠TAK = ∠TAL = ∠TAM , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
�èñ. 10

11.8. Áóäåì íàçûâàòü äâóõêëåòî÷íûå ïðÿ-ìîóãîëüíèêè, íà êîòîðûå ðàçáèòà äîñ-êà, äîìèíîøêàìè. �àññìîòðèì ðàçáèå-íèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 10. Â îòìå÷åí-íîì �ðàãìåíòå ëþáûå äâå äîìèíîø-êè ñîäåðæàò êëåòêè, îòñòîÿùèå íà õîäêîíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàâåðíÿ-êà ðàñêðàñèòü äîñêó òðåáóåìûì îáðà-çîì, ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíüøå 6 öâåòîâ.Äîêàæåì, ÷òî ýòî êîëè÷åñòâî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Íà÷-íåì ñ ðàñêðàñêè âåðòèêàëüíûõ äîìèíîøåê. Ïðîíóìåðóåì âñåâåðòèêàëè äîñêè ïî ïîðÿäêó è ðàçîáüåì èõ íà 3 ãðóïïû ïî îñòàò-êàì îò äåëåíèÿ íîìåðîâ íà 3. Òîãäà âñå äîìèíîøêè, íàõîäÿùèå-ñÿ íà âåðòèêàëÿõ îäíîé ãðóïïû, ìîæíî ðàñêðàñèòü â îäèí öâåò.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâå êëåòêè îòñòîÿò íà õîä êîíÿ, òî îíèíàõîäÿòñÿ ëèáî íà ñîñåäíèõ âåðòèêàëÿõ, ëèáî ÷åðåç îäíó âåðòè-êàëü. Ïîýòîìó ïðè òàêîé ðàñêðàñêå íèêàêèå äâå êëåòêè, ðàñêðà-øåííûå â îäèí öâåò, íå áóäóò îòñòîÿòü íà õîä êîíÿ. �àñêðàñèâàíàëîãè÷íûì îáðàçîì ãîðèçîíòàëüíûå äîìèíîøêè â 3 äðóãèõöâåòà, ìû èñïîëüçóåì â îáùåé ñëîæíîñòè 6 öâåòîâ è ïîëó÷èìòðåáóåìóþ ðàñêðàñêó.
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Ñáîðíèê ñîäåðæèò ìàòåðèàëû äëÿ ïðîâåäåíèÿ III ýòàïà XXXIVÂñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå. Çàäàíèÿ ïîä-ãîòîâëåíû Ôåäåðàëüíîé ìåòîäè÷åñêîé Êîìèññèåé ïî ìàòåìàòèêå Âñå-ðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ.Ñáîðíèê ñîñòàâèëè: Í.Õ. Àãàõàíîâ, À.Â. Àêîïÿí, Â.Â. Àñòà-õîâ, È.È. Áîãäàíîâ, Ñ.�. Âîë÷åíêîâ, À.À. �àâðèëþê, �.À. �èìàäå-åâ, À.À. �ëàçûðèí, À.Ñ. �îëîâàíîâ, À.Â. �ðèáàëêî, Î.Þ. Äìèò-ðèåâ, Â.Ë. Äîëüíèêîâ, Ë.À. Åìåëüÿíîâ, �.Ì. Èâàíîâ, Í.Ñ. Êàëè-íèí, �.Í. Êàðàñåâ, Ï.À. Êîæåâíèêîâ, Ì.À. Êîçà÷îê, Ï.Þ. Êîçëîâ,À.Í. Ìàãàçèíîâ, Ï.Â. Ìàðòûíîâ, Ì.Â. Ìóðàøêèí, Î.Ê. Ïîäëèïñêèé,È.Ñ. �óáàíîâ, Â.À. Ñåíäåðîâ, Ä.À. Òåðåøèí, Ñ.È. Òîêàðåâ, Á.Â. Òðó-øèí, Â.Ï. Ôèëèìîíîâ, �.�. ×åëíîêîâ, Ê.Â. ×óâèëèí, Â.Ç. Øàðè÷.Â ñêîáêàõ ïîñëå êàæäîé çàäà÷è óêàçàíà �àìèëèÿ åå àâòîðà.Êîìïüþòåðíûé ìàêåò: Ê.Â. ×óâèëèí, È.È. Áîãäàíîâ.Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè ñáîðíèêà
© Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè, 2007© Ê.Â. ×óâèëèí, È.È. Áîãäàíîâ, 2007, ìàêåò.

III ýòàï, 2007�2008 ó÷åáíûé ãîäÎáðàòíî, åñëè a, b, c � äëèíû ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëü-íèêà, òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,÷èñëà x = 0 è x = 1 ÿâëÿþòñÿðåøåíèÿìè ñèñòåìû.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.11.6. Îòâåò. n = 2, k = 1 è n = 3, k = 1.Åñëè n = 2 èëè n = 3, òî, î÷åâèäíî, k = 1.Ïóñòü n > 3. �àçäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (n− 1)! = nk − 1íà n − 1:
(n − 2)! = nk−1 + . . . + 1.Ïîñêîëüêó n − 2 > 1, ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòíà. Åñëè n íå÷åòíî, òîñïðàâà ñòîèò ñóììà k íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ; òàê êàê k íå÷åòíî,òî íå÷åòíà è èõ ñóììà. Ïðè ÷åòíîì n íå÷åòíîñòü òàêîé ñóììûî÷åâèäíà (âïðî÷åì, èç óñëîâèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî n íå÷åòíî ïðè

n > 2). Òàêèì îáðàçîì, ïðè n > 3 ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîñëåä-íåãî ðàâåíñòâà èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü; ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîìñëó÷àå ðåøåíèé íåò.Çàìå÷àíèå. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð n = 5, k = 2, ïðè÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ k ðåøåíèÿ òîæå âîçìîæíû.11.7. Ïóñòü O � öåíòð S, à T è T1 � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåéòðåóãîëüíèêîâ KLM è K1L1M1. Òîãäà OT ⊥ (KLM), OT1 ⊥
⊥ (K1L1M1), ïîýòîìó òî÷êè O, T è T1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòÿì (KLM) è (K1L1M1).
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�èñ. 9Â ïèðàìèäàõ AKLM è C1K1L1M1 ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèïàðàëëåëüíû, íî ýòè ïèðàìèäû íå ðàâíû. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåòãîìîòåòèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó èç ýòèõ ïèðàìèä â äðóãóþ. Îáî-23



XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîââåðíóâ âåêòîðû îäíîé èç ãðóïï ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à âåêòîðûäðóãîé � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë α, ìîæíî äîáèòüñÿ òî-ãî, ÷òî óãîë ìåæäó ñóììàìè íîâûõ âåêòîðîâ áóäåò ðàâåí 180◦.Òîãäà ñóììà ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ áóäåò èìåòü äëèíó
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6 1,÷òî è òðåáîâàëîñü.11.4. Îòâåò. −1.Ïóñòü a > 1. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = sinx − (ax +

+ b); ó íåå ïî óñëîâèþ m êîðíåé. Òîãäà f ′(x) = cos x − a < 0ïðè ëþáîì x. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f(x) ìîíîòîííà è ïîòîìóèìååò íå áîëüøå îäíîãî êîðíÿ. Â òî æå âðåìÿ, ïîäñòàâëÿÿ x1,2 =

=
−b ∓ 1

a

, ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòèõ òî÷êàõ f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿðàçíûõ çíàêîâ f(x1,2) = sin x1,2 ± 1. Çíà÷èò, îíà èìååò êîðåíü,îòêóäà m = 1.Àíàëîãè÷íî, åñëè a < 1, òî �óíêöèÿ g(x) = x − (a cos x +
+ b) ìîíîòîííà, ïîýòîìó ÷èñëî åå êîðíåé n íå ïðåâîñõîäèò 1. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ïðè x1,2 = b ± a �óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿðàçíûõ çíàêîâ g(x1,2) = a(±1− cos x1,2), ïîýòîìó n > 1. Çíà÷èò,â ýòîì ñëó÷àå n = 1.Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè a ëèáî m = 1,ëèáî n = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîå çíà÷åíèå ðàâíî mn−m−
− n = (m − 1)(n − 1) − 1 = 0 − 1 = −1.Çàìå÷àíèå. Åñëè a = 1, òî îáå �óíêöèè òàêæå ìîíîòîííû,è m = n = 1. Íî ýòîò �àêò òðåáóåò ÷óòü áîëåå òùàòåëüíîãîîáîñíîâàíèÿ.11.5. Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà ñèñòåìû, ïîëó÷àåì (a + b + c)x2 < (a +
+ b + c)(x + 1), òî åñòü (a + b + c)(x2 − x − 1) < 0, îòêóäà x2 −
− x − 1 < 0. Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò òîëüêî äâà öåëî÷èñëåííûõðåøåíèÿ 0 è 1. Çíà÷èò, èñõîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà èìååò íå áîëååäâóõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé, è ýòèìè ðåøåíèÿìè ìîãóò áûòüòîëüêî ÷èñëà 0 è 1. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ñèñòåìó, ïîëó÷àåì1) èç x = 0: 0 < c, 0 < b, 0 < a;2) èç x = 1: a < b+ c, b < a+ c, c < a+ b, ÷òî âûïîëíåíî äëÿñòîðîí òðåóãîëüíèêà.22

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷Îáùèå êðèòåðèèËþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ (âíåçàâèñèìîñòè îò åãî îïòèìàëüíîñòè è áëèçîñòè ê ðåøåíèþ â ìåòîäè÷å-ñêîé ðàçðàáîòêå). �åøåíèå ñ÷èòàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè â íåì îïèñà-íû è îáîñíîâàíû âñå ïðîìåæóòî÷íûå ëîãè÷åñêèå øàãè.Ëþáîé òåêñò (ñêîëü óãîäíî äëèííûé), íå ñîäåðæàùèé ðåàëüíûõïðîäâèæåíèé â ðåøåíèè çàäà÷è (â òîì ÷èñëå ðàçáîð ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ,ñâåäåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê íå ìåíåå òðóäíîé), îöåíèâàåòñÿ â 0 áàëëîâ.Â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïîïûòêè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåøåíèé, íåäîâåäåííûå äî êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà, íå ñ÷èòàþòñÿ ïðîäâèæåíèÿìè âðåøåíèè è îöåíèâàþòñÿ â 0 áàëëîâ.Äîïîëíèòåëüíûå êðèòåðèè ïî îòäåëüíûì çàäà÷àì8 êëàññ8.1. Ïðåäúÿâëåí òîëüêî ïðàâèëüíûé îòâåò (òî åñòü âåðíî óêàçàíî÷èñëî C) áåç îáîñíîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîñòè � 2 áàëëà.Ïðåäúÿâëåí ïðàâèëüíûé îòâåò (òî åñòü âåðíî óêàçàíî ÷èñëî C)áåç îáîñíîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîñòè, è óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà

A è B � 3 áàëëà.8.3. Ïðåäúÿâëåí òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.Çà èñïîëüçîâàíèå íåâåðíîãî óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî èç ðàâåíñòâà

ab = bc = ca ñëåäóåò ðàâåíñòâî a = b = c � ñíèìàåòñÿ 3 áàëëà.8.4. Ïðèâåäåí òîëüêî îòâåò (áåç ïðèìåðà ðàññòàíîâêè ëàäåé) �0 áàëëîâ.Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò ñ ïðèìåðîì ïðàâèëüíîé ðàññòà-íîâêè ëàäåé (áåç äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ðàññòàíîâêè ìåíü-øåãî êîëè÷åñòâà ëàäåé) � 2 áàëëà.8.5. Òîëüêî îòâåò (áåç îáîñíîâàíèÿ èëè ïîëó÷åííûé íà îñíîâå ðàñ-ñìîòðåíèÿ ÷àñòíûõ ïðèìåðîâ) � 0 áàëëîâ.Ïðè ïåðåáîðå âàðèàíòîâ íå ðàññìîòðåí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé �íå áîëåå 3 áàëëîâ.8.6. Òîëüêî îòâåò áåç ïðåäúÿâëåíèÿ ðàññòàíîâêè ÷èñåë íà ñòó-ïåíüêàõ � 0 áàëëîâ.Ïðåäúÿâëåíà âåðíàÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë, íî íå ïîêàçàíî, ÷òî îíàóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � 5 áàëëîâ.8.8. Ïðåäúÿâëåíèå â ñëó÷àå n = 3k âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè çàâòîðîãî èãðîêà � 1 áàëë.Ïðåäúÿâëåíèå â ñëó÷àå n = 3k + 1 âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè çàâòîðîãî èãðîêà � 2 áàëëà.



Ïðåäúÿâëåíèå â ñëó÷àå n = 3k + 2 âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè çàïåðâîãî èãðîêà � 4 áàëëà. 9 êëàññ9.1. Ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9 ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áåç äîêà-çàòåëüñòâà.Ïðåäúÿâëåí òîëüêî îòâåò (áåç âåðíûõ îáîñíîâàíèé) � 0 áàëëîâ.Çàìå÷åíî, ÷òî âñå ñóììû öè�ð äîëæíû äåëèòüñÿ íà 9 � 2 áàëëà.9.2. Åñëè â ðåøåíèè âîçíèêàåò ïåðåáîð ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ïîñëåðàçëîæåíèÿ âûðàæåíèÿ íà ìíîæèòåëè), è îäèí èç ñóùåñòâåííûõ ñëó-÷àåâ íå ðàçîáðàí (èëè ðàçîáðàí íåâåðíî) � ñòàâèòü íå áîëåå 3 áàëëîâ.9.3. Ïðåäúÿâëåí òîëüêî îòâåò (èëè îòâåò ïîëó÷åí íà îñíîâå ðàç-áîðà ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ) � 0 áàëëîâ.9.4. Ïðèâåäåí òîëüêî ïðàâèëüíûé îòâåò (áåç ïðèìåðà ðàññòàíîâêèëàäåé) � 0 áàëëîâ.Ïðèâåäåí òîëüêî îòâåò ñ ïðèìåðîì ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêè ëà-äåé (áåç äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ðàññòàíîâêè ìåíüøåãî êîëè-÷åñòâà ëàäåé) � 2 áàëëà.9.5. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ÷èñëî ïàññàæèðîâ ìåíüøå 60 �4 áàëëà.Äàí âåðíûé îòâåò è ïðåäúÿâëåí âåðíûé ïðèìåð äëÿ 48 ïàññàæè-ðîâ � 3 áàëëà.9.6. Òîëüêî îòâåò áåç ïðåäúÿâëåíèÿ ðàññòàíîâêè ÷èñåë íà ñòó-ïåíüêàõ � 0 áàëëîâ.Ïðåäúÿâëåíà âåðíàÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë, íî íå ïîêàçàíî, ÷òî îíàóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � 5 áàëëîâ.9.8. Îòâåò áåç äîêàçàòåëüñòâà � 0 áàëëîâ.Åñëè ïðåäúÿâëåí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ñòåïåíè äâîéêè, ðàáîòàþùèéíå äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n � íå áîëåå 2 áàëëîâ.10 êëàññ10.1. Ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9 ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áåç äî-êàçàòåëüñòâà.Ïðåäúÿâëåí òîëüêî îòâåò (áåç âåðíûõ îáîñíîâàíèé) � 0 áàëëîâ.Çàìå÷åíî, ÷òî âñå ñóììû öè�ð äîëæíû äåëèòüñÿ íà 9 � 2 áàëëà.10.2. Óêàçàí òîëüêî âåðíûé îòâåò ñ ïðèìåðîì òîãî, êàê ïîìå÷åíûòî÷êè � 1 áàëë.Ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùàÿ êîëè÷åñòâà òî÷åê,ïîìå÷åííûõ ÷èñëàìè 1, 2, 3 � 2 áàëëà.10.4. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî a > 116 � 4 áàëëà.Ïðèâåäåí ïðàâèëüíûé õîä ðåøåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè a >

III ýòàï, 2007�2008 ó÷åáíûé ãîä÷åñòâî ãðóïï îäíîöâåòíûõ êëåòîê, ñîäåðæàùèõ íå÷åòíîå ÷èñëîêëåòîê, íå ìîæåò áûòü áîëüøå äâóõ. Îäíàêî äîñêà ñîäåðæèò4 ãðóïïû ïî 25 êëåòîê îäíîãî öâåòà. Òàêèì îáðàçîì, ëàäüÿ íåñìîæåò îáîéòè íóæíûì îáðàçîì âñå êëåòêè.11 êëàññ11.1. Ïîêàæåì, ÷òî n = k + 1. Åñëè n > k + 2, òî n!/k! � ýòî ïðîèç-âåäåíèå äâóõ èëè áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,ïðè÷åì íè îäíî èç íèõ íå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 5 (òàê êàê èõïðîèçâåäåíèå îêàí÷èâàåòñÿ íà 8, òî åñòü íå äåëèòñÿ íà 5). Çà-ìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ïðîèçâåäåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îòïîñëåäíèõ öè�ð ñîìíîæèòåëåé.Ïîêàæåì ïîëíûì ïåðåáîðîì, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå íå ìî-æåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 8. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïî-ñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 2 (1 · 2, 3 · 4, 6 · 7,

8 · 9) èëè íà 6 (2 · 3, 7 · 8); ïðîèçâåäåíèå òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ÷èñåë ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 6 (1 · 2 · 3, 6 · 7 · 8) èëè íà 4 (2 · 3 · 4,

7 ·8 ·9); à ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë ìîæåòîêàí÷èâàòüñÿ òîëüêî íà 4 (1 · 2 · 3 · 4, 6 · 7 · 8 · 9).Èòàê, n = k + 1, è òîãäà n!/k! = n, ïîýòîìó n îêàí÷èâàåòñÿíà 2008.11.2. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 10.3.11.3. Ïóñòü ~a1, . . . , ~an � äàííûå âåêòîðû. Ïîêàæåì, ÷òî èõ ìîæíîðàçáèòü íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òî äëèíû ñóìì âåêòîðîâ â ãðóïïàõáóäóò ðàçëè÷àòüñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1.Ïóñòü ~S = ~a1 + . . . + ~an, ~Sk = ~a1 + . . . + ~ak, ~Tk = ~S − ~Sk =
= ~ak+1 + . . . + ~an. Îáîçíà÷èì sk = |~Sk|, tk = |~Tk|. ßñíî, ÷òî

s0 = 0 6 |~S| = t0, íî sn = |~S| > 0 = tn. Çíà÷èò, íàéäåòñÿòàêîå k, ÷òî sk 6 tk, íî sk+1 > tk+1.Çàìåòèì, ÷òî |sk+1−sk| è |tk−tk+1| íå ïðåâîñõîäÿò |~ak+1| 6

6 1. Çíà÷èò, (tk − sk) + (sk+1 − tk+1) 6 2, òî åñòü ëèáî 1 > tk −
− sk > 0, ëèáî 1 > sk+1 − tk+1 > 0. Â ëþáîì ñëó÷àå òðåáóåìîåðàçáèåíèå íàéäåíî.Ïóñòü ~S′ è ~T ′ � ñóììû âåêòîðîâ â ïîëó÷åííûõ ãðóïïàõ, èïóñòü óãîë ìåæäó ýòèìè ñóììàìè ðàâåí 180◦ − 2α. Òîãäà, ïî-21



XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÒàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå âåðíî è ïðè a = k + 1. Ïåðåõîääîêàçàí.Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå, îáðàò-íîå óòâåðæäåíèþ çàäà÷è, òàêæå âåðíî.Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, an − a

... n ïðè ëþáûõ öåëîì a èïðîñòîì n. Îäíàêî ñóùåñòâóþò è ñîñòàâíûå ÷èñëà n, äëÿ êî-òîðûõ an − a

... n ïðè ëþáîì öåëîì a (îíè íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìèÊàðìàéêëà); íàèìåíüøåå èç íèõ � n = 561. Â 1994 ãîäó áûëîäîêàçàíî, ÷òî ÷èñåë Êàðìàéêëà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî.10.7. Ïî ïîñòðîåíèþ, òî÷êè M è N ëåæàò íà îêðóæíîñòè ω ñ äèàìåò-ðîì BQ. Èç ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû AI óãëà BACñëåäóåò, ÷òî ∠API = ∠AMI. Àíàëîãè÷íî ∠CPI = ∠CNI, îò-êóäà ∠API = ∠BNI. Òàêèì îáðàçîì, ∠AMI = ∠BNI, ñëåäî-âàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê BMIN âïèñàííûé. Èòàê, òî÷êà Iòàêæå ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω, ïîýòîìó ∠QIB = 90◦.
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�èñ. 8

�àñêðàñèì êëåòêè äîñêè â 4 öâåòà (ñì.ðèñ. 8). Òîãäà ëàäüÿ, äåëàÿ õîä äëèíîéâ îäíó êëåòêó, ìåíÿåò öâåò êëåòêè, àåñëè îíà äåëàåò õîä äëèíîé â äâå êëåò-êè, òî ïåðåõîäèò íà êëåòêó òîãî æåöâåòà. Ïîýòîìó, åñëè ïåðâûé õîä ëà-äüè áûë äëèíîé â îäíó êëåòêó, òî âñåêëåòêè äîñêè, ïî êîòîðûì ïðîõîäèëàëàäüÿ, êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû îäíî-öâåòíûõ. Åñëè æå ïåðâûé õîä ëàäüè áûë äëèíîé â äâå êëåò-êè, òî âñå êëåòêè ìîæíî ðàçáèòü íà îäíîöâåòíûå ïàðû. Ñëåäî-âàòåëüíî, åñëè òðåáóåìûé â óñëîâèè îáõîä âîçìîæåí, òî êîëè-20

> 116, íî ïîëó÷åí íåâåðíûé îòâåò â ñèëó àðè�ìåòè÷åñêîé îøèáêè �äî 3 áàëëîâ.Ïðåäúÿâëåí âåðíûé ïðèìåð óðàâíåíèÿ äëÿ a = 116 � 3 áàëëà.10.5. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ÷èñëî ïàññàæèðîâ ìåíüøå 60 �4 áàëëà.Äàí âåðíûé îòâåò è ïðåäúÿâëåí âåðíûé ïðèìåð äëÿ 48 ïàññàæè-ðîâ � 3 áàëëà.10.6. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî äëÿ íåêîòîðûõ (íå äëÿ âñåõ) n �0 áàëëîâ.Çà ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ �äîêàçûâàåòñÿ�, ÷òî n ïðîñòîå � 0 áàëëîâ.10.8. Îòâåò áåç äîêàçàòåëüñòâà � 0 áàëëîâ.�àçáîð ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îáõîäà � 0 áàëëîâ.11 êëàññ11.1. Çàäà÷à ñâåäåíà ê êîíå÷íîìó ïåðåáîðó ñëó÷àåâ (íàïðèìåð,óêàçàíèåì íà òî, ÷òî ñðåäè ÷èñëå îò k + 1 äî n íåò ÷èñåë, äåëÿùèõñÿíà 5) � 2 áàëëà.Óïóùåí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé â ïåðåáîðå âàðèàíòîâ � ñíèìàòüíå ìåíåå 2 áàëëîâ.11.3. Òîëüêî ðàññìîòðåíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (â òîì ÷èñëå ðåøåíèåçàäà÷è äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n ïóòåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ) � 0 áàëëîâ.11.4. Òîëüêî îòâåò (áåç îáîñíîâàíèÿ èëè ïîëó÷åííûé íà îñíîâåðàññìîòðåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ) � 0 áàëëîâ.11.5. Ïðîâåðåíî, ÷òî åñëè a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà,òî ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ x = 0 è x = 1 � 1 áàëë.Äîêàçàíî, ÷òî åñëè a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, òî ñè-ñòåìà èìååò ðîâíî äâà öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèÿ � 2 áàëëà.Äîêàçàíî (íàïðèìåð, ïóòåì ñëîæåíèÿ íåðàâåíñòâ), ÷òî ñèñòåìàïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c èìååò íå áîëåå äâóõ öåëî÷èñëåííûõðåøåíèé � 2 áàëëà.Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà èìååò ðîâíî äâà öåëî÷èñëåííûõ ðå-øåíèÿ, òî a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà � 5 áàëëîâ.11.6. Ïðåäúÿâëåíû îáà âåðíûõ îòâåòà � 1 áàëë.11.8. Òîëüêî îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.Äîêàçàíî, ÷òî ìåíåå, ÷åì 6 öâåòîâ, íå äîñòàòî÷íî � 3 áàëëà.Äîêàçàíî, ÷òî ðàñêðàñêà â 6 öâåòîâ âñåãäà âîçìîæíà � 4 áàëëà.



XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÓñëîâèÿ çàäà÷8 êëàññ8.1. Äàíû øåñòèçíà÷íûå ÷èñëà A è B. ×èñëî A ñîñòîèò èç ÷åòíûõöè�ð, ÷èñëî B � èç íå÷åòíûõ, à â ÷èñëå C = A + B ÷åòíûå èíå÷åòíûå öè�ðû ÷åðåäóþòñÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìî-æåò ïðèíèìàòü C? (Ì. Ìóðàøêèí)8.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1 è CC1. Òî÷êà,ñèììåòðè÷íàÿ ñåðåäèíå ñòîðîíû AC îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC,îáîçíà÷åíà ÷åðåç A2, à òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òîé æå ñåðåäèíåîòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB � ÷åðåç C2. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè

A1A2 è C1C2 ïàðàëëåëüíû. (Ë. Åìåëüÿíîâ)8.3. Ñóùåñòâóþò ëè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b,

c òàêèå, ÷òî a(b − c) = b(c − a) = c(a − b)? (Â. Ñåíäåðîâ)8.4. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõ-ìàòíîé äîñêå òàê, ÷òîáû êàæäàÿ íå çàíÿòàÿ ëàäüåé êëåòêà íàõî-äèëàñü ïîä áîåì õîòÿ áû òðåõ èç íèõ? (Ëàäüÿ áüåò êëåòêó, åñëèêëåòêà íàõîäèòñÿ ñ íåé â îäíîé ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè, èìåæäó íèìè íåò çàíÿòûõ êëåòîê.) (Ì. Ìóðàøêèí)8.5. ×èñëà a, b, c è d òàêîâû, ÷òî (a − b)(b − c)(c − d)(d − a) < 0.×èñëî b � íàèáîëüøåå èç a, b, c è d. Îïðåäåëèòå, êàêîå èç ÷èñåë
a, b, c è d � òðåòüå ïî âåëè÷èíå. (È. �óáàíîâ)8.6. Ëåñòíèöà íàñ÷èòûâàåò 2008 ñòóïåíåê, íà êàæäîé èç íèõ íàïè-ñàíî îäíî èç ÷èñåë −2, −1, 1 èëè 2. ×èñëî íà ñòóïåíüêå óêà-çûâàåò, íà ñêîëüêî ñòóïåíåê ñëåäóåò ñ íåå øàãíóòü (ââåðõ, åñ-ëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå, èëè âíèç, åñëè ÷èñëî îòðèöàòåëüíîå).Èçâåñòíî, ÷òî ñ êàêîé áû ñòóïåíüêè íè íà÷èíàëñÿ ïóòü, îí íåâûéäåò çà ïðåäåëû ëåñòíèöû è îáÿçàòåëüíî ïðîéäåò ÷åðåç âåðõ-íþþ ñòóïåíüêó. Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ ÷èñåë íà ñòóïåíüêàõ áûòüîòðèöàòåëüíîé? (Ì. Ìóðàøêèí)8.7. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè: L íà BC,
M íà CA, è N íà AB. ×åðåç òî÷êó L ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå:
lc ‖ AB è lb ‖ AC. Àíàëîãè÷íî ÷åðåç òî÷êóM ïðîâåäåíû ïðÿìûå
ma ‖ BC è mc ‖ AB, à ÷åðåç òî÷êó N � ïðÿìûå nb ‖ AC è6

III ýòàï, 2007�2008 ó÷åáíûé ãîä
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�èñ. 6Ïóñòü x0 = 2,008 . . . � êîðåíü íàøåãî óðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷èì
ε = x0−2 = 0,008 . . .. Òîãäà 0 = x2

0−ax0+b = (2+ε)2−a(2+ε)+
+ b = (4− 2a + b) + (4− a)ε + ε2, ïîýòîìó ÷èñëî t = (4− a)ε + ε2ÿâëÿåòñÿ öåëûì. ßñíî, ÷òî t < 4ε < 0,04 < 1. Äàëåå, åñëè t = 0,òî (4 − a) + ε = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ε íåöåëîå. Ïîýòîìó

t 6 −1, îòêóäà (4 − a)ε < −1 è a − 4 > 1
ε > 1

0,009 > 111.Ñëåäîâàòåëüíî, a > 116.Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå a = 116 âîçìîæíî. �àññìîòðèìóðàâíåíèå x2 − 116x + 229 = 0. Îíî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

f(x) = (x− 2)2 − 112(x− 2) + 1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî f
(

2 + 1
112

)

=

=
(

1
112

)2

> 0, à f(2,009) = 0,0092 − 0,008 < 0. Çíà÷èò, óýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü êîðåíü x0 ∈
(

2 + 1
112 ; 2,009

). Ïîñêîëüêó

1
112 = 0,008 . . ., ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 2,008 < x0 < 2,009, ÷òî è òðå-áîâàëîñü.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå x2 − 116x +
+ 229 = 0 � åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå ñ a = 116 è êîðíåì âè-äà 2,008 . . ..10.5. Îòâåò. 48 ïàññàæèðîâ.Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 9.5.10.6. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è èíäóêöèåé ïî a. Áàçà î÷åâèäíà:

1n − 1

... n.Ïóñòü óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè íåêîòîðîì a = k, òîåñòü kn−k

... n. Ïîëàãàÿ a = k, b = 1 â âûðàæåíèè (a+b)n−an−bn,âèäèì, ÷òî (k + 1)n − kn − 1

... n. Ïîëó÷àåì

(kn − k) + ((k + 1)n − kn − 1) = (k + 1)n − (k + 1)

... n. 19



XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññ10.1. Îòâåò. Íå ìîãóò.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî, è ÷èñëà óêàçàííûì îáðà-çîì ðàçáèòû íà 18 ÷åòâåðîê. Õîòÿ áû â îäíîé èç ÷åòâåðîê ïðè-ñóòñòâóåò ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 9, ïîýòîìó ñóììà öè�ð õîòÿ áûîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (à çíà÷èò � è âñåõ ïðîèçâåäåíèé) äåëèòñÿíà 9.Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â ëþáîé ÷åòâåðêå äåëèòñÿ íà 9.Òîãäà â êàæäîé ÷åòâåðêå ëèáî íàéäåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 9(÷åòâåðêè 1-ãî òèïà), ëèáî íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 3,íî íå äåëÿùèåñÿ íà 9 (÷åòâåðêè 2-ãî òèïà). Ñðåäè 72 ïîñëåäî-âàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðîâíî 8 äåëÿùèõñÿ íà 9 ÷èñåë,è ðîâíî 16 ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 3, íî íå äåëÿùèõñÿ íà 9. Ñëå-äîâàòåëüíî, èìååòñÿ íå áîëåå 8 ÷åòâåðîê 1-ãî òèïà è íå áîëåå 8÷åòâåðîê 2-ãî òèïà; îäíàêî, âñåãî ÷åòâåðîê 18 > 8 + 8. Ïðîòèâî-ðå÷èå.10.2. Îòâåò. n = 199.Ïóñòü a òî÷åê ïîìå÷åíû ÷èñëîì 1, b òî÷åê ïîìå÷åíû ÷èñ-ëîì 2, è c òî÷åê ïîìå÷åíû ÷èñëîì 3. Òîãäà êîëè÷åñòâà îòðåç-êîâ, ïîìå÷åííûõ ÷èñëàìè 1, 2, 3, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî bc, caè ab. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà n = a + bc = b + ca = c + ab. Îò-ñþäà (a + bc) − (b + ca) = (a − b)(1 − c) = 0. Àíàëîãè÷íî
(b − c)(1 − a) = (c − a)(1 − b) = 0.Ïóñòü ñðåäè ÷èñåë a, b, c íåò äâóõ ÷èñåë, ðàâíûõ 1. Òîãäàïîëó÷àåì, ÷òî a = b = c; ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê 200 íå äåëèòñÿíà 3. Åñëè æå äâà èç ÷èñåë a, b, c ðàâíû 1, òî òðåòüå ðàâíî 198;â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà âûïîëíåíû, è n = 199.10.3. Òàê êàê AB è AC � äèàìåòðû îêðóæíîñòåé ω è ω1, òî ∠AEC =
= ∠ADB = 90◦. Öåíòð O îêðóæíîñòè ω2 ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îò-ðåçêà BC. Ïóñòü K � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãîèç O íà AD; òîãäà òî÷êà K ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé õîðäû MN . Ñäðóãîé ñòîðîíû, CE ‖ OK ‖ BD, è ïî òåîðåìå Ôàëåñà K ÿâ-ëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà DE. Èòàê, îòðåçêè MN è DE èìåþòîáùóþ ñåðåäèíó, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.10.4. Îòâåò. a = 116.18
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na ‖ BC. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðÿìûå ma, nb è lc ïåðåñåêàþòñÿâ îäíîé òî÷êå, òî ïðÿìûå mc, na è lb îáðàçóþò òðåóãîëüíèê,ðàâíûé ABC. (Ë. Åìåëüÿíîâ)8.8. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 2n > 6 òî÷åê, äåëÿùèõ å¼ íà ðàâíûåäóãè. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Õîäÿò ïî î÷åðåäè. Õîäñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáâåñòè êðóæî÷êàìè ïàðó äèàìåòðàëüíîïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê è åù¼ îäíó òî÷êó. Äâàæäû îáâîäèòüîäíó è òó æå òî÷êó íåëüçÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäå-ëàòü î÷åðåäíîãî õîäà. Êòî èç èãðîêîâ èìååò ñòðàòåãèþ, ïîçâî-ëÿþùóþ åìó âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò õîäîâ ñîïåðíèêà? (Äàéòåîòâåò â çàâèñèìîñòè îò n.) (È. �óáàíîâ)9 êëàññ9.1. 99 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèëè ïðîèçâîëü-íûì îáðàçîì íà 33 ãðóïïû ïî 3 ÷èñëà, â êàæäîé ãðóïïå ïîñ÷è-òàëè ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, è ó êàæäîãî èç 33 ïîëó÷åííûõ ïðîèç-âåäåíèé ïîñ÷èòàëè ñóììó öè�ð. Ìîãóò ëè âñå ïîëó÷åííûå ñóì-ìû öè�ð áûòü ðàâíûìè? (Í. Àãàõàíîâ)9.2. Íåíóëåâûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî a2(b + c − a) = b2(c + a −
− b) = c2(a + b − c). Äîêàæèòå, ÷òî a = b = c. (Â. Ñåíäåðîâ)9.3. Òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD îïèñàíà îêîëîîêðóæíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ∠BCD = 2∠BAD. Íàéäèòå îòíî-øåíèå AB

BC . (Ì. Ìóðàøêèí)9.4. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõ-ìàòíîé äîñêå òàê, ÷òîáû êàæäàÿ íå çàíÿòàÿ ëàäüåé êëåòêà íàõî-äèëàñü ïîä áîåì õîòÿ áû òðåõ èç íèõ? (Ëàäüÿ áüåò êëåòêó, åñëèêëåòêà íàõîäèòñÿ ñ íåé â îäíîé ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè, èìåæäó íèìè íåò çàíÿòûõ êëåòîê.) (Ì. Ìóðàøêèí)9.5. Êàæäûé èç ïàññàæèðîâ àâòîáóñà ïîëó÷èë áèëåò ñ øåñòèçíà÷-íûì íîìåðîì, ïðè÷åì âñå íîìåðà áèëåòîâ � ïîñëåäîâàòåëüíûå÷èñëà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàññàæèðîâ ìîãëî åõàòü âàâòîáóñå, åñëè ðîâíî ó 1
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èç íèõ â íîìåðå áèëåòà åñòü öè�ðà 7?(Ì. Ìóðàøêèí)9.6. Ëåñòíèöà íàñ÷èòûâàåò 2008 ñòóïåíåê, íà êàæäîé èç íèõ íàïè-7



XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâñàíî îäíî èç ÷èñåë −2, −1, 1 èëè 2. ×èñëî íà ñòóïåíüêå óêà-çûâàåò, íà ñêîëüêî ñòóïåíåê ñëåäóåò ñ íåå øàãíóòü (ââåðõ, åñ-ëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå, èëè âíèç, åñëè ÷èñëî îòðèöàòåëüíîå).Èçâåñòíî, ÷òî ñ êàêîé áû ñòóïåíüêè íè íà÷èíàëñÿ ïóòü, îí íåâûéäåò çà ïðåäåëû ëåñòíèöû è îáÿçàòåëüíî ïðîéäåò ÷åðåç âåðõ-íþþ ñòóïåíüêó. Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ ÷èñåë íà ñòóïåíüêàõ áûòüîòðèöàòåëüíîé? (Ì. Ìóðàøêèí)9.7. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû øåñòü òî÷åê: C1 è C2íà AB,A1 è A2 íà BC,B1 è B2 íà CA. Èçâåñòíî, ÷òî A1B2 ‖ AB,

B1C2 ‖ BC è C1A2 ‖ AC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè A1B1C1è A2B2C2 ðàâíîâåëèêè. (Ë. Åìåëüÿíîâ)9.8. Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî n (n > 2) äîìíîæèëè íàíåêîòîðóþ ñòåïåíü äâîéêè ñ íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ïîêàçàòå-ëåì, ïîñëå ÷åãî âñå ÷èñëà ñëîæèëè. Ïîëó÷åííàÿ ñóììà òàêæåîêàçàëàñü ñòåïåíüþ äâîéêè. Ïðè êàêèõ n òàêîå âîçìîæíî?(Ì. Ìóðàøêèí, À. Êðèøåíèê)10 êëàññ10.1. 72 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà ðàçáèëè ïðîèçâîëü-íûì îáðàçîì íà 18 ãðóïï ïî 4 ÷èñëà, â êàæäîé ãðóïïå ïîñ÷èòà-ëè ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, è ó êàæäîãî èç 18 ïîëó÷åííûõ ïðîèçâå-äåíèé ïîñ÷èòàëè ñóììó öè�ð. Ìîãóò ëè âñå ïîëó÷åííûå ñóììûöè�ð áûòü ðàâíûìè? (Í. Àãàõàíîâ)10.2. Íà ïëîñêîñòè ðàññòàâëåíû 200 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç íèõ íåëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Êàæäàÿ òî÷êà ïîìå÷åíà ÷èñëîì 1, 2èëè 3, ïîñëå ýòîãî ïðîâåäåíû âñå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ïàðûòî÷åê, ïîìå÷åííûõ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè. Êàæäûé îòðåçîê ïî-ìå÷åí ÷èñëîì (1, 2 èëè 3), îòëè÷íûì îò ÷èñåë â åãî êîíöàõ.Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîå èç òðåõ ÷èñåë íàïèñàíî íàïëîñêîñòè ðîâíî ïî n ðàç. Íàéäèòå n. (Ï. Êîæåâíèêîâ)10.3. Íà äèàìåòðå AB îêðóæíîñòè ω âûáðàíà òî÷êà C. Íà îòðåç-êàõ AC è BC êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû îêðóæíîñòè ω1 è ω2ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ A8

III ýòàï, 2007�2008 ó÷åáíûé ãîä2. Åñëè òî÷êè A1 è C1 ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà îòðåçêàõ
BC è AB, òî SA1BC1

= BA1

BA · BC1

BC · SABC .Îáîçíà÷èì x = BA1

BC = AB2

AC , y = CB1

CA = BC2

BA , z = AC1

AB =

= CA2

CB (ñì. ðèñ. 5). Òîãäà SA1BC1
= x(1 − z)S, SC1AB1

= z(1 −
−y)S, SB1CA1

= y(1−x)S, ãäå S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.Çíà÷èò, SA1B1C1
= S − SA1BC1

− SC1AB1
− SB1CA1

= S(1 − x −
− y − z + xy + yz + zx).Íàõîäÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì SA2B2C2

, ïðèõîäèì ê òîìó æåâûðàæåíèþ ÷åðåç S è x, y, z.9.8. Îòâåò. Ïðè âñåõ.
A

B

C

A1

B1

C1 A2

B2

C2

�èñ. 5

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî íåêîòî-ðûå ÷èñëà äîìíîæèòü íà 1 =
= 20, à îñòàëüíûå � íà 2 = 21òàê, ÷òîáû ñóììà ñòàëà ñòåïå-íüþ äâîéêè.Ñóììà âñåõ ÷èñåë äî äî-ìíîæåíèÿ ðàâíà 1+2+ . . .+n =

=
n(n + 1)

2 . Ïóñòü k � ìàêñè-ìàëüíîå òàêîå ÷èñëî, ÷òî 2k <

<
n(n + 1)

2 . Òîãäà 2k+1 >
n(n + 1)

2 > 2k, ïîýòîìó A = 2k+1 −

−
n(n + 1)

2 < 2k <
n(n + 1)

2 . Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòüíåñêîëüêî ÷èñåë èç 1, 2, . . . , n òàê, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà ðàâ-íà A. Òîãäà, óäâîèâ ýòè ÷èñëà, ìû óâåëè÷èì ñóììó âñåõ ÷èñåëíà A, è îíà ñòàíåò ðàâíà n(n + 1)
2 +A = 2k+1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Ïóñòü d � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî d(d − 1)

2 6 A. Òî-ãäà d 6 n, òàê êàê A <
n(n + 1)

2 . Äàëåå, d(d − 1)
2 6 A <

d(d + 1)
2 ,ïîýòîìó 0 < B =

d(d + 1)
2 − A 6

d(d + 1)
2 −

d(d − 1)
2 = d. Òàêèìîáðàçîì, A =

d(d + 1)
2 −B = (1 + 2 + . . . + d)−B, òî åñòü A åñòüñóììà âñåõ ÷èñåë îò 1 äî d, êðîìå B, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâóðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè, ìîãóò ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ïðàêòè-÷åñêè áåç âû÷èñëåíèé. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë

a, b, c åñòü ðàâíûå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà a, b, c �êîðíè íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ x2(s − 2x) = t, ãäå s = a + b + c.Ïî �îðìóëàì Âèåòà a + b + c = s
2

, çíà÷èò s = s
2

, s = 0, è

−2a3 = −2b3 = −2c3. Îòñþäà a = b = c. Ïðîòèâîðå÷èå.9.3. Îòâåò. AB
BC = 2.

A

B C

D

O

M

N�èñ. 4

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O öåíòð îê-ðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðàïå-öèþ. Òàê êàê CO � áèññåê-òðèñà óãëà BCD, òî ∠BCO =
= 1

2 ∠BCD = ∠BAD = 180◦ −

−∠ABC, îòêóäà CO ‖ AB. �àñ-ñìîòðèì ïðÿìóþ MN , ñèììåò-ðè÷íóþ ïðÿìîé AB îòíîñèòåëüíî öåíòðà O (M è N � òî÷êèíà ïðÿìûõ BC è AD ñîîòâåòñòâåííî). Îíà êàñàåòñÿ îêðóæíî-ñòè è ïàðàëëåëüíà AB. Ïðÿìàÿ CO ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí ABè MN ïàðàëëåëîãðàììà ABMN , îòêóäà BC = CM = BM
2 . Ïà-ðàëëåëîãðàìì ABMN ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì, òàê êàê îïèñàí îêîëîîêðóæíîñòè, ïîýòîìó AB = BM , è çíà÷èò AB

BC = BM
BC = 2.9.4. Îòâåò. 16 ëàäåé.Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 8.4.9.5. Îòâåò. 48 ïàññàæèðîâ.Ïóñòü k � ÷èñëî ïàññàæèðîâ, ó êîòîðûõ â áèëåòå åñòü öè�-ðà 7. Òîãäà ÷èñëî âñåõ ïàññàæèðîâ ðàâíî 12k. Çàìåòèì, ÷òî ñðå-äè ëþáûõ äåñÿòè ïîäðÿä èäóùèõ íîìåðîâ åñòü îäèí, ñîäåðæà-ùèé ñåìåðêó íà êîíöå. Çíà÷èò, 12k < 10(k + 1), îòêóäà 2k < 10,

k < 5. Ïðè k = 4 èñêîìûé íàáîð íîìåðîâ ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð:
100008, 100009, 100010, . . . , 100055.9.6. Îòâåò. Ìîæåò.Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 8.6.9.7. Äëÿ ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà î÷åâèäíûõ �àêòà.1. Åñëè òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå PQ è PM

PQ = x, òî QM
PQ =

= 1 − x.16

III ýòàï, 2007�2008 ó÷åáíûé ãîäè D, îêðóæíîñòü ω1 � â òî÷êàõ A è E, à îêðóæíîñòü ω2 � âòî÷êàõ M è N . Äîêàæèòå, ÷òî MD = NE. (Ï. Êîæåâíèêîâ)10.4. Ó òðåõ÷ëåíà x2−ax+b êîý��èöèåíòû a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñ-ëà, à äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü îäíîãî èç êîðíåé íà÷èíàåòñÿ ñ 2,008 . . ..Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå a. (È. Áîãäàíîâ)10.5. Êàæäûé èç ïàññàæèðîâ àâòîáóñà ïîëó÷èë áèëåò ñ øåñòèçíà÷-íûì íîìåðîì, ïðè÷åì âñå íîìåðà áèëåòîâ � ïîñëåäîâàòåëüíûå÷èñëà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàññàæèðîâ ìîãëî åõàòü âàâòîáóñå, åñëè ðîâíî ó 1
12

èç íèõ â íîìåðå áèëåòà åñòü öè�ðà 7?(Ì. Ìóðàøêèí)10.6. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþ-áûõ íàòóðàëüíûõ a è b ÷èñëî (a + b)n − an − bn äåëèòñÿ íà n.Äîêàæèòå, ÷òî an − a äåëèòñÿ íà n äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a.(Â. Ñåíäåðîâ)10.7. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíè-êà ABC. Íà ñòîðîíàõ AB è CB âçÿòû òî÷êè M è N ñîîòâåò-ñòâåííî òàê, ÷òî AM = AP è CN = CP . Ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðî-âåäåííûå â òî÷êàõ M è N ê ñòîðîíàì AB è BC ñîîòâåòñòâåííî,ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ∠QIB = 90◦, ãäå I �öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.(Ò. Åìåëüÿíîâà)10.8. Ìîæåò ëè ëàäüÿ îáîéòè âñå êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè 10 × 10,ïîáûâàâ íà êàæäîé êëåòêå ðîâíî ïî ðàçó, ÷åðåäóÿ õîäû äëèíîéâ îäíó è â äâå êëåòêè? (Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî, äåëàÿ õîä â äâå êëåòêè,ëàäüÿ íå ïðîõîäèò ïî ïðîìåæóòî÷íîé êëåòêå.) (À. �ðèáàëêî)11 êëàññ11.1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è k, n > k, òàêîâû, ÷òî ÷èñëî n!
k!

îêàí÷è-âàåòñÿ íà 2008. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n òàêæå îêàí÷èâàåòñÿ íà2008. (×åðåç n! îáîçíà÷åíî ïðîèçâåäåíèå âñåõ öåëûõ ÷èñåë îò 1äî n: n! = 1 · 2 · . . . · n.) (Í. Àãàõàíîâ)11.2. Íà äèàìåòðå AB îêðóæíîñòè ω âûáðàíà òî÷êà C. Íà îòðåç-êàõ AC è BC êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû îêðóæíîñòè ω1 è ω2ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ A9



XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâè D, îêðóæíîñòü ω1 � â òî÷êàõ A è E, à îêðóæíîñòü ω2 � âòî÷êàõ M è N . Äîêàæèòå, ÷òî MD = NE. (Ï. Êîæåâíèêîâ)11.3. Íà ïëîñêîñòè äàíû n âåêòîðîâ, äëèíà êàæäîãî íå ïðåâîñõî-äèò 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü α è ïîâåðíóòü âñå âåê-òîðû íà óãîë α (íåêîòîðûå � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à íåêîòîðûå� ïðîòèâ) òàê, ÷òîáû äëèíà ñóììû âåêòîðîâ íîâîãî íàáîðà íåïðåâîñõîäèëà 1. (Ä. Òåðåøèí)11.4. Ïóñòü m � êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ sin x = ax+ b, à n �êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x = a cos x + b (a è b � ïîëîæè-òåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì a 6= 1). Êàêèå çíà÷åíèÿìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå mn − m − n? (È. Áîãäàíîâ)11.5. Íàçîâåì òðîéêó ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (a, b, c) óäîáíîé, åñëè ñè-ñòåìà íåðàâåíñòâ ax2 < bx + c, bx2 < cx + a, cx2 < ax + b èìååòðîâíî äâà öåëûõ ðåøåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òðîéêà (a, b, c) óäîáíàòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a, b, c � äëèíû ñòîðîí íåêîòîðîãîòðåóãîëüíèêà. (Í. Àãàõàíîâ)11.6. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, k, ÷òî n > 1,

k � íå÷åòíî, è (n − 1)! + 1 = nk. (Â. Ñåíäåðîâ)11.7. Äàí ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA1B1C1D1. Ñ�åðà S ñ öåíòðîì íàäèàãîíàëè AC1 ïåðåñåêàåò ðåáðà AB, AD, AA1 â òî÷êàõ K, L,
M ñîîòâåòñòâåííî, à ðåáðà C1D1, C1B1, C1C � â òî÷êàõ K1, L1,
M1 ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî ïëîñêîñòè KLM è K1L1M1ïàðàëëåëüíû, íî òðåóãîëüíèêè KLM è K1L1M1 íåðàâíû. Äîêà-æèòå, ÷òî äèàãîíàëü AC1 îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ðåáðàìè AB,
AD è AA1. (Ï. Êîæåâíèêîâ)11.8. Øàõìàòíóþ äîñêó ðàçáèëè íà äâóõêëåòî÷íûå ïðÿìîóãîëüíèêè.Êàæäûé èç íèõ òðåáóåòñÿ çàêðàñèòü êàêèì-íèáóäü öâåòîì òàê,÷òîáû ëþáûå äâå êëåòêè äîñêè, îòñòîÿùèå íà õîä êîíÿ, áûëèðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Êàêîãî íàèìåíüøåãî ÷èñëà öâåòîâçàâåäîìî õâàòèò äëÿ ýòîãî? (Õîä êîíÿ ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèèíà äâå êëåòêè ïî ãîðèçîíòàëè è îäíó ïî âåðòèêàëè, èëè æå íàäâå êëåòêè ïî âåðòèêàëè è îäíó ïî ãîðèçîíòàëè.) (À. �ðèáàëêî)
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III ýòàï, 2007�2008 ó÷åáíûé ãîäëîñü õîòÿ áû 4 íåîáâåäåííûõ òî÷êè. Ïðè ýòîì ìàêñèìóì äâå èçíèõ íåïàðíûå; ïîýòîìó îñòàëàñü ïàðà íåîáâåäåííûõ ïðîòèâîïî-ëîæíûõ òî÷åê è åùå õîòÿ áû îäíà íåîáâåäåííàÿ, êðîìå íèõ. Ýòîè çíà÷èò, ÷òî ïåðâûé âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü õîä è âûèãðàåò.9 êëàññ9.1. Îòâåò. Íå ìîãóò.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî, è ÷èñëà óêàçàííûì îáðà-çîì ðàçáèòû íà 33 òðîéêè. Õîòÿ áû â îäíîé èç òðîåê ïðèñóòñòâó-åò ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 9, ïîýòîìó ñóììà öè�ð õîòÿ áû îäíîãîïðîèçâåäåíèÿ (à çíà÷èò � è âñåõ ïðîèçâåäåíèé) äåëèòñÿ íà 9.Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â ëþáîé òðîéêå äåëèòñÿ íà 9, àñëåäîâàòåëüíî, è íà 3. Íî ñðåäè 99 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëü-íûõ ÷èñåë ðîâíî 33 äåëÿùèõñÿ íà 3 ÷èñëà, ïîýòîìó â êàæäîéòðîéêå ðîâíî îäíî òàêîå ÷èñëî. Îäíàêî ïðè ýòîì 22 èç íèõ íåäåëÿòñÿ íà 9, çíà÷èò, è ïðîèçâåäåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òðîé-êàõ íå äåëÿòñÿ íà 9. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Ñì. òàêæå ðåøåíèå çàäà÷è 10.1.9.2. Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

c(a2−b2)+ab(a−b)−(a3−b3) = 0, èëè (a−b)(c(a+b)−a2−b2) = 0,îòêóäà ëèáî a = b, ëèáî c(a+ b)− (a2 + b2) = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àåèç âòîðîãî ðàâåíñòâà çàäà÷è ïîëó÷àåì a2+c2 = 2ac, (a−c)2 = 0,

a = c. Çíà÷èò, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòüëèøü âòîðîé ñëó÷àé: c(a + b) = a2 + b2. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî a(b+ c) = b2 + c2, b(c+a) = c2 +a2. Ñëîæèâ ïîñëåäíèåòðè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì: 2ab + 2bc + 2ca = 2a2 + 2b2 + 2c2, èëè

(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 = 0, îòêóäà îïÿòü æå a = b = c.Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü |c| 6 |a|, |c| 6 |b|. Êàê è âûøå,ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî c(a + b) = a2 + b2.Èìååì: a2 + b2 = c(a + b) = ca + cb 6 |ca| + |cb| 6 a2 + b2.Îòñþäà ca = a2, cb = b2, èëè c = a, c = b, ÷òî è òðåáîâàëîñüäîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Øêîëüíèêè, çíàþùèå �îðìóëû Âèåòà äëÿ15



XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâñòîðîí èìååì ∠ANN1 = ∠L1PM è ∠NAN1 = ∠PL1M . Òîãäàýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì,è AN1 = L1M = LA1.Ïîëó÷àåì C1A1 = C1L + LA1 = N1C + AN1 = AC. Òåïåðüìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ðàâíû ïîñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì.8.8. Îòâåò. Ïðè n = 3k èëè n = 3k + 1 âûèãðûâàåò âòîðîé, à ïðè

n = 3k + 2 � ïåðâûé.Â êàæäîì ñëó÷àå ìû ïðèâåäåì îäíó èç âîçìîæíûõ âûèã-ðûøíûõ ñòðàòåãèé äëÿ èãðîêà.Íàçîâåì îáâåäåííóþ òî÷êó íåïàðíîé, åñëè ïðîòèâîïîëîæ-íàÿ åé íå îáâåäåíà. ßñíî, ÷òî ïîñëå êàæäîãî õîäà êîëè÷åñòâîíåïàðíûõ òî÷åê ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1 (åñëè èãðîê îáâåë òî÷êó,ïðîòèâîïîëîæíóþ íåïàðíîé), ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 (â ïðî-òèâíîì ñëó÷àå). Â êàæäîì ñëó÷àå âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ áóäåòçàêëþ÷àòüñÿ â óìåíüøåíèè ÷èñëà íåïàðíûõ òî÷åê.1. Ïðèâåäåì ñòðàòåãèþ âòîðîãî, ïîçâîëÿþùóþ åìó âûèãðàòüïðè n = 3k èëè n = 3k + 1. Ïîñëå õîäà ïåðâîãî ÷èñëî íåïàð-íûõ òî÷åê íå÷åòíî, ïîýòîìó êàæäûì ñâîèì õîäîì âòîðîé ìî-æåò óìåíüøèòü ýòî ÷èñëî íà 1. Òîãäà ïîñëå êàæäîãî õîäà ïåð-âîãî ýòî ÷èñëî áóäåò ðàâíî 1, à ïîñëå õîäà âòîðîãî � 0.Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà âòîðîé âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü òàêîéõîä. Åñëè ïåðâûé óæå ñäåëàë d õîäîâ, òî îáâåäåíî 6d − 3 òî-÷åê; íî, òàê êàê 2n = 6k èëè 2n = 6k + 2, òî îñòàëîñü õîòÿ áûòðè íåîáâåäåííûõ òî÷êè, èç êîòîðûõ ðîâíî îäíà íåïàðíàÿ. Çíà-÷èò, åùå îñòàëàñü ïàðà íåîáâåäåííûõ ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê,è âòîðîé âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü òðåáóåìûé õîä � à çíà÷èò, âû-èãðàåò.2. Òåïåðü ïðèâåäåì ñòðàòåãèþ ïåðâîãî, ïîçâîëÿþùóþ åìóâûèãðàòü, åñëè n = 3k + 2. Åñëè ïîñëå õîäà âòîðîãî îñòàëèñüíåïàðíûå òî÷êè, òî îí óìåíüøàåò èõ ÷èñëî íà 1, â ïðîòèâíîìñëó÷àå îí ñîçäàåò åäèíñòâåííóþ íåïàðíóþ òî÷êó. Òîãäà íåòðóä-íî âèäåòü, ÷òî ïîñëå êàæäîãî õîäà âòîðîãî îñòàåòñÿ 0 èëè 2íåïàðíûõ òî÷êè, à ïîñëå êàæäîãî õîäà ïåðâîãî � ðîâíî îäíà.Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü òàêîé õîä. Åñ-ëè âòîðîé ñäåëàë d õîäîâ, òî îáâåäåíî 6d òî÷åê, à çíà÷èò, îñòà-14

III ýòàï, 2007�2008 ó÷åáíûé ãîä�åøåíèÿ çàäà÷8 êëàññ8.1. Îòâåò. 1878787.Áóäåì ñêëàäûâàòü ÷èñëà A è B ñòîëáèêîì. Òàê êàê ïîñëåä-íèå öè�ðû ÷èñåë A è B ðàçíîé ÷åòíîñòè, òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà÷èñëà C íå÷åòíàÿ. Ïðîíóìåðóåì ðàçðÿäû ñïðàâà íàëåâî. Ïðèýòîì èç ïåðâîãî ðàçðÿäà îáÿçàí ïðîèçîéòè ïåðåíîñ âî âòîðîéðàçðÿä, èíà÷å âòîðàÿ ñ êîíöà öè�ðà â ÷èñëå C òàêæå áûëà áûíå÷åòíîé. Àíàëîãè÷íî, èç òðåòüåãî è ïÿòîãî ðàçðÿäîâ òàêæå äîë-æåí ïðîèçîéòè ïåðåíîñ. Çàìåòèì, ÷òî íè â îäíîì èç ýòèõ ðàç-ðÿäîâ â ÷èñëå C äåâÿòêà ñòîÿòü íå ìîæåò, òàê êàê åäèíñòâåí-íûé ñïîñîá ïîëó÷èòü îäíîâðåìåííî è äåâÿòêó, è ïåðåíîñ � ýòîñëîæèòü äâå äåâÿòêè è åäèíèöó, ïðèøåäøóþ èç ïðåäûäóùåãîðàçðÿäà; îäíàêî â ÷èñëå A íåò äåâÿòîê.Åñëè ÷èñëî C øåñòèçíà÷íîå, òî îíî íå ïðåâîñõîäèò 999999.Åñëè æå îíî ñåìèçíà÷íîå, òî åãî ñåäüìàÿ (ñ êîíöà) öè�ðà ìîæåòáûòü òîëüêî åäèíèöåé. Çíà÷èò, åãî ÷åòíûå öè�ðû � ÷åòíûå èíå ïðåâûøàþò 8, à íå÷åòíûå, ïî âûøåñêàçàííîìó, íå áîëüøå 7.Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî C íå ìîæåò ïðåâûøàòü 1878787. Ýòî âîç-ìîæíî, íàïðèìåð, òàê: 1878787 = 886868 + 991919.
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P�èñ. 1

8.2. Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó ñòîðîíû AC÷åðåç K, à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ KA2ñ BC ÷åðåç P . Â ïðÿìîóãîëüíîìòðåóãîëüíèêå AA1C îòðåçîê KP �ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, òàê êàê îí ïðîõî-äèò ÷åðåç ñåðåäèíó AC è ïàðàëëå-ëåí AA1 (ïîñêîëüêó KP⊥BC). Çíà-÷èò, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè PA1A2 è PCK ðàâíû ïîäâóì êàòåòàì: A1P = PC è KP = PA2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∠PA1A2 = ∠PCK, òî åñòü îòðåçîê A1A2 ïàðàëëåëåí ñòîðîíå

AC.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî C1C2 ‖ AC. Ïîýòîìó A1A2 ‖
‖ AC ‖ C1C2. 11



XXXIV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ8.3. Îòâåò. Íå ñóùåñòâóþò.Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì x = a(b − c), y = b(c − a),

z = c(a−b). Òàê êàê x+y+z = 0, òî x = y = z = 0. Çíà÷èò, ëèáîðàçíîñòü õîòÿ áû â îäíîé èç ñêîáîê ðàâíà 0, ëèáî a = b = c = 0.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàøëèñü äâà ðàâíûõ ÷èñëà.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ab > ac,

ab > bc. �àñêðûâàÿ ñêîáêè â ðàâåíñòâå a(b − c) = b(c − a), ïî-ëó÷àåì 2ab = ac + bc. Çíà÷èò, ab = ac = bc. Åñëè âñå òðè ÷èñ-ëà íåíóëåâûå, òî íåìåäëåííî ïîëó÷àåì a = b = c. Èíà÷å, åñëè

ab = ac = bc = 0, òî õîòÿ áû äâà èç ÷èñåë a, b, c äîëæíû áûòüíóëÿìè, òî åñòü äîëæíû áûòü ðàâíû.Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè a = b 6= 0, òî a = b = c.
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8.4. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàññòàíîâêàíà ðèñ. 2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Äî-ïóñòèì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàññòàíîâêà,êîãäà ëàäåé ìåíüøå, ÷åì 16. Åñëè íàêàêîé-ëèáî ãîðèçîíòàëè íåò íè îäíîéëàäüè, òî êàæäàÿ èç åå êëåòîê ìîæåòíàõîäèòüñÿ ïîä áîåì íå áîëåå äâóõ ëà-äåé. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îäíîé èç ãîðè-çîíòàëåé (íàçîâåì åå H) äîëæíà ñòîÿòü ðîâíî îäíà ëàäüÿ (íà-çîâåì åå r). �àññìîòðèì ëþáóþ èç ñåìè ñâîáîäíûõ êëåòîê íà H.Ñâåðõó è ñíèçó îò íåå äîëæíî íàõîäèòüñÿ ïî ëàäüå, ïîýòîìó ëà-äåé õîòÿ áû 1 + 2 · 7 = 15. Çíà÷èò, èõ ðîâíî 15, ïðè÷åì ñåìü èçíèõ ñòîÿò âûøå H, à äðóãèå ñåìü � íèæå.Íà âåðòèêàëè, ãäå ñòîèò r (íàçîâåì åå V ), áîëüøå ëàäåé íåò.Ïîýòîìó, èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé, íà ëþáîé ãîðèçîíòàëè,êðîìå H, ñòîÿò ðîâíî äâå ëàäüè: îäíà ëåâåå V , äðóãàÿ � ïðàâåå(åñëè èõ áîëüøå äâóõ, òî âñåãî ëàäåé óæå 16). Çíà÷èò, ñâåðõóîò H ñòîèò ÷åòíîå ÷èñëî ëàäåé; íî ìû çíàåì, ÷òî èõ 7. Ïðîòè-âîðå÷èå.8.5. Îòâåò. Òðåòüå ïî âåëè÷èíå ÷èñëî � d.Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî a − b < 0, b − c > 0. Ïîýòîìó (c −
− d)(d − a) > 0. Çíà÷èò, ëèáî c > d è d > a, ëèáî c < d è d < a.Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì b > c > d > a, âî âòîðîì ñëó÷àå
b > a > d > c. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òðåòüå ïî âåëè÷èíå ÷èñëî � d.12

III ýòàï, 2007�2008 ó÷åáíûé ãîäÇàìå÷àíèå. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè äàííûõóñëîâèÿõ âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû.8.6. Îòâåò. Ìîæåò.Íàïðèìåð, ñóììà áóäåò îòðèöàòåëüíîé, åñëè ÷èñëà íà ñòó-ïåíüêàõ ðàâíû (ñíèçó ââåðõ) 1, 2, −2, 2, −2, . . . , 2, −2, −2 (íàâñåõ ÷åòíûõ ñòóïåíüêàõ, êðîìå 2008-é, íàïèñàíî 2, à íà âñåõíå÷åòíûõ, êðîìå ïåðâîé, íàïèñàíî −2). Åñëè ïóòü íà÷íåòñÿ ñîñòóïåíüêè ñ ÷åòíûì íîìåðîì, òî îí ïîéäåò ââåðõ ïî ÷åòíûì ñòó-ïåíüêàì äî 2008-é, à äàëåå çàöèêëèòñÿ. Åñëè æå ïóòü íà÷íåòñÿñî ñòóïåíüêè ñ íå÷åòíûì íîìåðîì, òî îí ïîéäåò ïî íå÷åòíûìñòóïåíüêàì äî ïåðâîé, äàëåå ïðîéäåò ÷åðåç âòîðóþ è âñå ÷åò-íûå, âïëîòü äî 2008-é.8.7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C1 òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ na è lb, à ÷åðåç A1 �òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ lb è mc. Ïóñòü ïðÿìûå ma, nb è lc ïåðåñåêà-þòñÿ â òî÷êå P , à ñòîðîíà AC ïåðåñåêàåòñÿ ñ lc è na â òî÷êàõ L1è N1, ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3). ×åòûðåõóãîëüíèê C1LCN1 �ïàðàëëåëîãðàìì, òàê êàê C1N1 ‖ LC è C1L ‖ N1C. Çíà÷èò,

C1L = N1C.
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�èñ. 3Àíàëîãè÷íî, LA1ML1 � ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà LA1 =
= L1M .�àññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ANN1 è L1PM . Â íèõ AN = L1P(òàê êàê ANPL1 � ïàðàëëåëîãðàìì), à èç-çà ïàðàëëåëüíîñòè13


